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Цель работы
Изучение метода Монте-Карло, определение точности вычисления определенных интегралов методом Монте-Карло.
Задание. Вариант №3
Дана функция:



где .
[bookmark: _GoBack][image: ]

1. Вычислить аналитически определенный интеграл .

2. Разработать программу, вычисляющую величину  методом Монте-Карло при заданном числе экспериментов.



3. При помощи разработанной программы вычислить определенный интеграл  при  экспериментах, где.
Вычисление определенных интегралов методом Монте-Карло
Графический метод Монте-Карло
Рассмотрим случай, когда интегрируемая функция f(x) ограничена на всем интервале интегрирования, то есть c  f(x) d для любого a  x  b (см. рис. 1)


Рис. 1. Пример интегрируемой функции

Тогда определенный интеграл от f(x) в диапазоне от a до b будет равен разности площадей фигур, ограниченных осью абсцисс и кривой и лежащих в верхней и нижней полуплоскостях:

 
Пусть задан генератор случайных точек в прямоугольнике ACDE c равномерной двумерной плотностью вероятности:


Сформируем с помощью этого генератора N случайных точек (1, 1), (2, 2), …, (N, N) в прямоугольнике ACDE. Из геометрического рассмотрения видно, что если в фигуру FBG попало N- точек, то площадь ее может быть приближенно найдена из соотношения


Аналогично получается формула


Таким образом, искомый интеграл будет приблизительно равен

		
Формула (1.1) может быть применена для любой ограниченной функции f(x) при условии, что N-  -  число точек, для которых выполняется соотношение


а N+ -  число точек, для которых выполняется соотношение:


Вычисление с повышенной точностью
Пусть  - случайная величина, равномерно распределенная в интервале (a, b) с плотностью вероятности 


Тогда математическое ожидание функции f() будет равно:

		
Пусть сформированы N случайных чисел 1,2,…,N с плотностью вероятности p(). Тогда, математическое ожидание величины f() может быть приближенно оценено следующим образом:

		

Сопоставив формулы (1.2) и (1.3), можно вывести формулу для оценки определенного интеграла :

		
Оценка (1.4) является более точной, нежели оценка (1.1). Её достоинством также является то, что априорное знание о границах подинтегрируемой функции не является обязательным.
Аналитическое решение





 
Описание алгоритмов
1. Функция геометрического алгоритма интегрирования Монте-Карло.
Входные данные:
· N – число экспериментов,
· a, b – пределы интегрирования,
· maxF, minF – априорные значения границ подинтегрируемой функции.
Выходные данные:
· F – вычисленное значение определенного интеграла.
Блок-схема


2. Функция алгоритма интегрирования Монте-Карло.
Входные данные:
· N – число экспериментов,
· a, b – пределы интегрирования.
Выходные данные:
· F – вычисленное значение определенного интеграла.
Блок-схема


Текст программы
f_res.m
	function [ y ] = f_res( t )
% функция для интегрирования

% вспомогательные константы
tau = 1;
a1 = 5;
a2 = -5;
a3 = -2.5;

% проверка t
if ~isscalar(t)
   error('Ошибка, t не скаляр.');
end

% расчёт y
if ( t < tau )
    % при t < tau
    y = a1 * ( sin( 2 * pi * t ) + 1 );
elseif ( t > 2 * tau )
    % при t > 2*tau
    y = a3 * 2 / ( t + 1 );    
else
    % при tau <= t <= 2*tau
    y = a2 * ( 2 * t - 1 );    
end

end


integralMonteCarloG.m
	function [ F ] = integralMonteCarloG( fHandle, N, a, b, minF, maxF )
% численное интегрирование функции геометрическим методом Монте-Карло
% входные данные:
% fHandle - дескриптор интегрируемой функции
% N - число экспериментов
% a, b - пределы интегрирования,
% maxF, minF – априорные значения границ подинтегрируемой функции.
% Выходные данные:
% F – вычисленное значение определенного интеграла

% проверка диапазонов
if ( maxF <= minF )
    error('Ошибка задания диапазона');
end

% число точек (x,y), удовлетворяющих условию 0 < y < f(x)
Nplus = 0;
% число точек (x,y), удовлетворяющих условию 0 > y > f(x)
Nminus = 0;

% подсчет точек, попадающих в заданные области
for i = 1 : N
    x = rand() * ( b - a ) + a;
    y = rand() * ( maxF - minF ) + minF;
    % вычисляем значения функции
    f = feval(fHandle, x);
    % проверяем в какую область попала точка
    if f >= 0
        if y > 0 && y < f
            Nplus = Nplus + 1;
        end
    else
        if y < 0 && y > f
            Nminus = Nminus + 1;
        end
    end
end
% вычисляем значение интеграла
F = ( b - a ) * ( maxF - minF ) * ( (Nplus - Nminus) / N );

end


integralMonteCarlo.m
	function [ F ] = integralMonteCarlo( fHandle, N, a, b )
% численное интегрирование функции методом Монте-Карло
% входные данные:
% fHandle - дескриптор интегрируемой функции
% N - число экспериментов
% a, b - пределы интегрирования.
% Выходные данные:
% F – вычисленное значение определенного интеграла

% расчёт суммы f(x) при случайных x из диапазона [a ; b]
sum = 0;
for i = 1 : N
   x = rand() * ( b - a ) + a;
   f = feval(fHandle, x);
   sum = sum + f;
end

% вычисляем значение интеграла
F = ( b - a ) * ( sum / N );

end


test.m
	% тестовый скрипт

% получить дескриптор интегрируемой функции
fHandle = @f_res;
% идентификаторы графиков
hf = 1;
hF = 2;
% пределы интегрирования
a = 0;
b = 3;

% построим график для оценки минимального и
% максимального значения функции интервале [a; b]
x = a : sign(b-a)* 0.001 : b;
y = zeros(1, length(x));
parfor i = 1 : length(x)
    y(i) = feval(fHandle, x(i));
end
% строим график
figure(hf); clf(hf);
plot(x,y,[a b], [0 0]);
xlabel('x'); ylabel('y');
% оценка minF и maxF
minF = min(y); maxF = max(y);

% вычисление интеграла при разном числе экспериментов
i = 0:14;
F1 = zeros(1,length(i));
F2 = zeros(1,length(i));
N = zeros(1,length(i));
for jCount = 1 : length(i)
    % число экспериментов
    N(jCount) = 2 ^ i(jCount); 
    % проводим интегрирование геометрическим методом Монте-Карло
    F1(jCount) = integralMonteCarloG(fHandle, N(jCount), a, b, minF, maxF);
    % проводим интегрирование методом Монте-Карло
    F2(jCount) = integralMonteCarlo(fHandle, N(jCount), a, b);    
end

% строим график с оценкой интеграла
figure(hF); clf(hF);
semilogx(N, F1, N, F2);
xlabel('N');
ylabel('F');
legend('Графический метод Монте-Карло','Обычный метод Монте-Карло');


Результаты моделирования
N – число экспериментов,
F1 – значение интеграла при использовании графического метода Монте-Карло,
F2 – значение интеграла при использовании метода Монте-Карло.
	N
	1
	2
	4
	8
	16

	F1
	  0.0000
	  0.0000
	-18.7500
	  0.0000
	  0.0000

	F2
	-24.2672
	 -1.0049
	-18.513
	-10.2414
	  0.6750

	N
	32
	64
	128
	256
	512

	F1
	 -14.0625
	 -8.4895
	 -3.5156
	 -6.7383
	  -4.1016

	F2
	-6.7789
	0.4134
	 -7.9595
	-4.1312
	 -5.8127

	N
	1024
	2048
	4096
	8192
	16384

	F1
	 -7.6172
	 -5.3833
	 -5.9326
	 -6.6010
	 -6.2073

	F2
	-5.9612
	 -6.5189
	 -6.4720
	 -6.4800
	 -6.3372


[image: ]
Выводы

В результате выполнения лабораторной работы был численный метод вычисления определенных интегралов – метод Монте-Карло. Есть два варианта данного метода: обычный и графический. Графический метод менее точен, но может быть использован, когда функция задана неявно, и необходимо определить площадь области, заданной в виде сложных неравенств. Метод Монте-Карло является стохастическим, поэтому при одинаковых входных данных каждый раз будут получаться разные значения определённого интеграла, но с ростом числа экспериментов , точность вычисления интеграла будет расти. По табличным данным видно, что точность вычисления значения определённого интеграла, примерно равна 2% при числе экспериментов 16384.
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